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СИНГУЛАРИСНЫЕ ПЕРЕХОДНЫЕ ФУНКЦИИ 
ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВИБРОВОЗБУДИТЕЛЕЙ 
Выведены новые формулы переходных функций электромагнитных вибровозбудителей, 
основанные на сингуларисном разложении единичной скачкообразной функции. Знание 
этих функций даёт возможность более точно изучать динамику электромагнитных 
вибровозбудителей. 
Виведені нові формули перехідних функцій електромагнітних віброзбуджувачів, що гру-
нтуються на сингуларисному розкладанні одиничної стрибкоподібної функції. Знання 
цих функцій дає можливість більш точно вивчати динаміку електромагнітних віброз-
буджувачів. 
Введение 
Известно [1], что переходная h(t) функция динамической системы является отобра-
жением выходного сигнала этой системы при входном сигнале в виде скачкообразной функ-
ции U1(t), где 
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t , то есть h(t) представляет собой математическую запись 
реакции системы на воздействие в виде U1(t). Здесь U = const; t – время. Для многих систем 
эта функция известна. Однако, несмотря на применение в промышленности электромагнит-
ных механизмов, в том числе электромагнитных вибровозбудителей (ЭМВ), эта функция 
пока не определена, хотя необходимость в ней имеется при решении задачи по созданию 
автоматических систем ЭМВ в разомкнутой и замкнутой формах при наличии корректи-
рующих звеньев, что обосновывает необходимость в определении h(t) ЭМВ. 
Решение задачи 
В данной работе эта функция будет находиться двумя вариантами, а именно:  1) как 
h(t) при входном сигнале U1(t); 2) и как h(t) при сингуларисном разложении [2] U1(t). 
Порядок решения задачи будет соответствовать номерам указанных вариантов. В 
данной работе рассмотрим ЭМВ однотактный, 
однокоординатный без реактивной массы. Его 
схема приведена на рисунке 
Якорь (Я) представляет собой подвиж-
ную систему, которая своими колебаниями 
воздействует на объект, прикрепленный к Я. 
Колебания Я формируются под действием тя-
гового усилия F(t), создаваемого магнитным 
потоком Ф, наводимым в магнитной системе 
М→δ→Я→δ→М ЭМВ током I, проходящим 
по обмотке О. Этот ток I возникает в проводе 
обмотки О под влиянием приложенного к за-
жимам этой обмотки электродвижущей силы в 
виде напряжения U(t). Для определения пере-
ходной функции h(t) ЭМВ будем рассматри-
вать функционирование ЭМВ последователь-
 Я
δ δ 
М 
Пр 
О 
U 
Пр 
Однотактный, однокоординатный 
ЭМВ без реактивной массы: 
М – магнитопровод; Я – якорь; Пр – пружины;
О – электрическая  обмотка; 
U – входное напряжение; δ – воздушный зазор 
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но, начиная с электрической части, затем магнитную и механическую части. Электрическая 
часть ЭМВ включает в себя источник U(t) и обмотку О, намотанную на магнитопровод М. 
Дифференциальное уравнение для тока i(t) следующее: 
 
dt
diLtRitU += )()( , (1) 
где R, L – резистор и индуктивность соответственно. 
При U(t) = U1(t) и нулевых начальных условиях [i(0) = 0, i'(0) = 0] решение уравне-
ния (1) имеет вид 
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Из (2) получаем переходную функцию электрической части 
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Ток i(t) в ЭМВ, как было отмечено, наводит в магнитной системе магнитный поток 
Ф, равный по закону полного тока [3] величине 
 Φ(t) = i(t)wG, (4) 
где w – число витков обмотки О; δμ= 20
SG  – магнитная проводимость в ЭМВ; μ0 – магнит-
ная проницаемость воздуха; S – площадь поперечного сечения полюса магнитопровода М у 
воздушного зазора δ. Магнитный поток Ф(t) под воздействием i(t) формирует тяговое усилие 
F(t) в ЭМВ. В общем случае тяговое усилие F(t) определяется в соответствии с формулой 
 )(
2
1,)( 2 tLiW
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где We – электромагнитная энергия в ЭМВ. 
Подставляя в (5) выражение (2), получим 
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или с учетом (4) выражение (6) имеет вид 
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Тяговое усилие F(t), выраженное через (6) или (7), воздействует на якорь Я, вызывая 
его колебания. Якорь совместно с пружинами и присоединенным к якорю объектом пред-
ставляет собой в данном ЭМВ колебательную систему (КС) с одной степенью свободы. Её 
дифференциальное уравнение следующее: 
 )()()()(2
2
tFtcx
dt
tdxb
dt
txdm =++ , (8) 
где m – масса якоря совместно с присоединенным объектом; b, c – коэффициенты диссипа-
ции и упругости (жесткости) соответственно; х – перемещение КС. В (8) F(t) – это тяговое 
усилие, выраженное (6). 
Определим реакцию КС на воздействие (6), то есть x(t) = f(F) = f(6), где f – обозначе-
ние функции с аргументом F = (6). Данную реакцию, а затем и переходную функцию КС 
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hKC(t) будем определять с помощью операционного исчисления Карсона [4]. В этом исчис-
лении 
 x(p) = F(p)W(p), (9) 
где x(p), F(p) – изображения Карсона, соответствующие оригиналам x(t) и F(t) = (6). 
[Знак «–» в данном решении может быть опущен, физически он, этот знак, обозначает на-
правление действия F(t) в сторону притяжения якоря (Я) к полюсам магнитопровода (М)]; 
( )
cbpmp
pW ++= 2
1  – передаточная функция КС. Изображение Карсона, соответствующее 
(6), имеет вид 
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где 
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δμ= R
wUSF ; 
dt
dp =  – оператор Лапласа [4]; 
L
R=τ=β
1  – коэффициент затухания в 
электроцепи. С учетом (10) выражение (9) преобразовывается так: 
 ( )( ) ( )( )cbpmpp pcbpmpp pcbpmppx ++β++++β+−++= 222 221)( . (11) 
Представим составляющие (11) в виде суммы простых дробей 
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где 
cbm
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β= 22 2 ; m
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Оригинал (11) с учетом (12) будет следующим (определяем по таблицам [4]): 
 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ,sin
22
cos 1
111
2
2
 
32322
 
32
32
223
0
⎪⎭
⎪⎬
⎫ω⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
ω−ω−−ω+ω+ω−−×
×+⎩⎨
⎧ +−+−β−−β=
−−
β−β−
te
c
bD
m
B
c
m
m
B
c
bDteDD
c
mDD
c
meAexAFtx
t
m
b
xxxx
t
m
b
xx
xx
txt
 (13) 
где 
2
2
⎟⎠
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⎛−=ω
m
b
m
c  – собственная частота колебаний якоря (Я). 
При условии, что на вход ЭМВ подается напряжение U(t) = 1(t), то есть при тяговом 
усилии ЭМВ 
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Далее рассмотрим второй вариант определения переходной функции ЭМВ, учиты-
вая, что скачкообразная функция 1(t) представляется в виде сингуларисного разложения [2] 
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где α – коэффициент затухания. 
Здесь определение переходной функции ЭМВ будем осуществлять в той же после-
довательности, что и в первом варианте с использованием операционного метода Карсона 
[4]. Для сокращения текста воспользуемся результатами работы [2], то есть переходной про-
цесс i(t) в цепи RL при действии (15) имеет вид 
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Далее, используя выражение (7) с учетом (4), получим 
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Подставляя (16) в (17), имеем 
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В выражении (18) представим квадрат суммы слагаемых в виде 
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Раскроем предварительно скобки в (19), введя обозначение R – αL = a. Тогда полу-
чим 
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где ( )
21
12
⋅
−= nnCn  – число сочетаний из n по 2. 
Далее обозначим d
RaR a
=−+ 2112 ; gRa =−
11  и раскроем скобки в (20). Тогда имеем 
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В (21) введем тригонометрические преобразования 
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Изображение Карсона оригиналов (21), (23) имеют вид 
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(24)
 
Учитывая (9) и (24), получим 
 )()24()()()( pWFpwpFpx a==Σ , (25) 
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где )( pxΣ  – суммарное изображение Карсона перемещения КС с учетом (24). 
Оригинал, соответствующий (25), с учетом, что 
cbpmp
pW ++= 2
1)( , будем находить 
как сумму оригиналов, соответствующих изображениям слагаемых в х(р). В решении так же, 
как и ранее, используем принцип суперпозиции и метод дробей [4]. Заметим, что при α = ∞ 
выражение (25) приобретает вид выражения (9). С учетом (24) выражение (25) выглядит так: 
 ∑
=
ΣΣ =
25
1
)()(
k
k pxpx , (26) 
Где )( px kΣ  – соответствующее произведение слагаемого в (24) на W(p). 
В результате решения (26) методом простых дробей получим отдельные слагаемые 
xΣk, k = 1, 2, …,25 в виде 
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Итак, в результате использования метода дробей получены коэффициенты в числи-
телях этих дробей. Сгруппируем одинаковые дроби. Тогда имеем 
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где xΣak – амплитуды при xΣk(p) k = 1, 2, …, 25. 
Выражение (27) является изображением Карсона переходной функции ЭМВ. Ориги-
нал, соответствующий этому изображению, имеет вид (определяем по таблицам [4]) 
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Заключение 
Выражение (28) отображает оригинал сингуларисной переходной функции ЭМВ. 
Как видно из (28), переходная функция ЭМВ зависит от формы представления скачкообраз-
ной функции 1(t). Известно [5], что эту функцию можно приближенно представить рядом 
Фурье. Тогда переходная функция как ЭМВ, так и другого объекта будет отличаться от пе-
реходной функции при воздействии 1(t) без ее разложения в этот ряд. Заметим, что если 
принять в (28) α = ∞, то (28) равно (13), то есть соответствует обычной переходной функции 
hΣ(t) ЭМВ (14). 
Таким образом, в результате данного исследования впервые получены выражения 
переходных функций (13) и (28) электромагнитных вибровозбудителей. Знание этих функ-
ций дает возможность более точно изучать динамику ЭМВ. 
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